تمارين محلولة:الجداء السلمي وتطبيقاته 
المستوى : الثانية باك علوم فيزيائية وعلوم الحياة 
والأرض والعلوم الزراعية 


تمرين1:ليكن [ 7:6 :7) أساسا في الفضاء 000 
(5:1:0-) نا EEE‏ 

2 2 
1) هل المتجهتان ‏ و 7 متعامدتين ؟ 
2 أحسب : || د || 
الجواب: 1)نحسب الجداء السلمي : 
(-5(x1+1x5+0x(-1) = )-5(+5-0‏ 
ومنه : ۷ا ا 


2 27ل = 1+25+1 = 1°( + 5+ )1( =| 


(E) r= 


تمرين2: [0:77:5) معلم متعامد ممنظم مباشر للفضاء 
نعتبر النقط : (1-:4)1:0 و (1-:8)1:2 والمتجهات : 
(2:1-;3(“ و (0)2:1:0 
1)أحسب المسافة بين النقطتين 4 و 8 
2)أحسب (0;) وو 
الجواب: 
1)المسافة بين النقطتين ۸ و 8 هي: 
(2- )+ ليد ود)+ (يد- 
أي : 1- )40 )4(2 (0)/.-ها 
4 4 
a 54 No‏ 
تمرين3: نعتبر النقطة (1;2-;1) 4 و المتجهة (1-;2:1) 1 
حدد ٨(‏ ) مجمو عة النقط 14 من الفضاء بحيث: 1-= ۸۷1 .1/١‏ 
الجواب:لتكن (z:ر‏ ;×) 1 نقطة من الفضاء 
لدينا: 1- - u۰ AM‏ + (ط) ع (ج :نر M (x;‏ 
1--(2-2)-(1+ )+ (2)2-1 جه 
. 0= 7+2-ر +<2 جي هذه المعادلة تكتب على الشكل : 
ax+by+cz+d =0‏ 


AB = ودال‎ 


u‘ 


cos (57) = 


(2 


الأستاذ: نجيب عثماني 


إذن المجمو عة (2) هي المستوى الذي معادلته: 
2x+y-z+2=0‏ 

تمرين4: حدد متجهة منظمية على المستوى (۶) في الحالات 
التالية : 

2x-3y+z+10=0(1‏ (ص) 3x-z+1=0(2‏ رص) 
1-3 ج جر (P)‏ 4 - ج (P)‏ 

(P):2y-z+11=0(6 (P):x-2y+7z-3=0 (5‏ 
أجوبة :1) (3;1-;2) ۸ 2) (1-;3;0) n )0;1;1()3 n‏ 
4 (0:0:1)م  n(0;:2;-1)(6 n(1:-2;7)(5‏ 
تمرين5:نعتبر في الفضاء المتجهة (1;2;1) 7 و النقطتين 
A(-1:0;2)‏ و(8)3:1:0 

1)حدد معادلة ديكارتية للمستوى (2) المار من النقطة۸ و7 
2)حدد تمثيلا باراميتريا للمستقيم (7) المار من النقطة 8.و 
العمودي على المستوى (2) . 

3)حدد متلوث إحداثيات النقطة ”8 المسقط العمودي للنقطة 8 على 
المستوى (2). 

أجوبة :1)تحديد معادلة ديكارتية للمستوى (2) : 

4// ٠-0 طررقةة. (5) > (1:1:2) 11 يعني‎ 
يعني‎ AM (x+1;y;z—2) 

(x+1)x1+ yx2+1x(z-2) =0 

يعني 2-0 -ج +21 +2+1 يعني 2-1=0+ر2y+×‏ (2) 


طررقة2.نعلم أن معادلة مستوى تكتب على الشكل : 
0= ل دج + روم ديرن 


و نعلم أن (7)1:2:1 متجهة منظميه عليه اذن : 
6-1 b=1sو,c=l1l‏ 
ومنه: 0= +d‏ ج1+ :2 +1 (م) 


و نعلم أن: () > (1:0:2-)4, اذن احداثيات 4 تحقق المعادلة : 
يعني 0= 4 +2×0+1×2+(1-) يعني 1-- 0 

وبالتالي : 0 -<-1-ج +20 + (ط) 

2 تحديد تمثيل باراميتري للمستقيم (2) : 

(8) يمر من النقطة 8و عمودي على المستوى (2). 

اذن : (1:2:1)متجهة موجهة ل (8) و (2) > (8)3:1:0 


x=1k+3 
اذن :1+ 2۸= ر حيث 8 ع م وهو تمثيل باراميتري للمستقيم‎ 
z=1k+0 
(D) 
. )2( هي المسقط العمودي للنقطة 8 على المستوى‎ 8 3 
8 و (ط)ء‎ Be (D) : اذن‎ 
-1-ج +2 +ع‎ 0 
2-1+3 
نويد كارن‎ 
z=1k +0 
6) +4=0 يعني‎ k( +3+ 2)2) +1( +) -1 =0 يعني‎ 
7 


ومنه نحل النظمة التالية : 


2 
يعن ي لكايه 1 
3 


7 سق 


تمرين6: حدد معادلة ديكارتية للمستوى (2) المحدد ب 
(1-:5:2-)4 و (2-:2:1) 7 متجهة منظمية عليه 
الجواب:نعتبر : () ع (2:::2) 11 
AM -T =0‏ جه (a:y:z) e (P)‏ 11 
2(1+5)+(y-2)-2(2 +1) =0‏ جه M(x;y;z)e (P)‏ 
y-—-22+ 6 =0‏ + ع2 جه M(z;y;jz)e (P)‏ 
a‏ 
تمرين7:نعتبر في الفضاء النقطة (5;1;0) ۸ و المستوى (7) 
الذي معادلته 0 = 6 - ج27 + 2y‏ +× 
احسب : ((4)4:)۶ 
الجواب: 1 _ || _ |6 -2×1+2×0 + 5| _ 
ars F3‏ 
تمرين8: 0 = 2 + ع + 2y‏ +32 - : (ط) 
لیکن : (2) ل (2) و (2) 8B )-2:2:3( ٤‏ 
1)احسب : ((1)8:)2 2)حدد تمثيلا بارامتريا ل (1) 


d(4:(P)) 


ور 2+22+3+2«اة-| 
4ال 9+4+1( 
(P): -3+2y+z+2 =0‏ 
إذن : (3:2:1-)7 متجهة منظمية على (2) 
و بما أن : (۲) 1 (7) فإن: 
(3:2:1-) 7 متجهة موجهة ل ((1) 
و لدينا : (() > (2:2:3-) 8 


د زرط):8)ة 


2 الأستاذ: نجيب عثماني 


تمرين9: حدد معادلة ديكارتية للفلكة ('5) في الحالات التالية: 

1) (59) مركزها(3-:42)1:2 وشعاعها 4= ۸ . 

2) (؟) مرکزها(1;1-;0) 62و تمر من النقطة (1-:4)1:2 
أجوبة : 1) (5) مركزها(3-:1:2) 2 و شعاعها 4= ۸ . 
اذن : 47 = '(3+ج)+ “(0-2)+ '(1-) 

يمكن الاكتفاء بهذه الكتابة أو نشرها فنجد : 

9-6+ج6+ 7ج + 4+ برك - ذبن x” -2x+1+‏ 

يعني : 0 = 67-2 + -2×x-4y‏ 2ج + ”ر + 7× 

وهي تكتب على الشكل التالي : 0-ل دج بر دس + 2ج + ترب ”ر 
62) مركزها(1:1-:2)0؟و تمر من النقطة (1-:4)1:2 
يعني : ۸ = 62۸ 

نحسب المسافة 62/4 : 

R=04A= | (1-0 +)2+1 +) 1-1“ =/1+9+4 -4 

ومنه: معادلة ديكارتية للفلكةهي : 

(x-0(” + )y +1)” "كك = *(1-ع)+‎ 

يعني: 0 = 12- y-2‏ 2+ 7ج + ”ر + ”× (ى) 

تمرين10: حدد معادلة ديكارتية للفلكة ( 5) التي أحد أقطارها 
|48 ]نضع  :‏ (1-:4)1:0 و (1-:8)1:2 

الجواب: طريقة1 

مركزها © هو منتصف القطعة | 48 ] 


اذن: تك الخد شخ إن اذن: (1-:1:1) © 
2 2 2 

ولدينا أيضا : 1- 

ومنه: معادلة ديكارتية للفلكةهي : 

(x-1( +)y-1(” + )z+1( =1 

يعني: 0 = 2+ 27+ -2×-2y‏ 2ج + ”ر + ”× (ى) 

×“ ٠ ٠ ( طربقة2نستعمل الخاصية:‎ 

8)1:2:-1( 

MA. MB =0 11يعني‎ € )5( 


لدينا (ج -1- :بر -0;× -1) 1/14 و 

MB )1- جد‎ 2 - y;-1— )چ‎ 

١ 1/18 - 0‏ 114 يعني 
(1-x)x(1-x)+—-y(2—-y)+(-1-z)(-1-z) =0‏ 


يعني 0 = *(ج -1-) +(« -2) ر =+ ”(×-1) 


0 -2+ج2+2-ع2 - ”7+ ”?ر + x”‏ رى) 
تمرين11:حدد مجموعة النقط (ج :::) 14 التي تحقق المعادلات 
التالية: 

62+6-1-بر4 +ع6- تج + (E,):x? + y”‏ 

(E, ):x + y + تج‎ -4x+2y+22+6= 0(2 


(E,):x? + y+? =x +3y + 22+2 =0 


أجوبة : 1) 0= 6+ y-6‏ 4+ +6- 2ج + ”ر + (E,):x?‏ 
على الشكل : 0= 4 ديع + نوق + ax‏ + 2ج + ”ر + x7‏ 

اذن لدينا : 6- - 4 و4=(طو6-=cوd=6‏ 

a +b” + نحسب : [4 دم‎ 

a” +b” +c” -4d =36+16 + 36-24 = 64 < 0 


2 
(E, ):x + y +z” -4x+2y+22+6=0 (2 
x+y” + 2ج‎ + ax + على الشكل : 0= 4 ديع + رط‎ 
d=6وc=2وb(=2و اذن لدينا : 4- - م‎ 
a” +b” + 8-40 : نحسب‎ 
a” +b” +c” -4d -16+4+4-24- 


ومنه : ( ,5) هي النقطة كك )ها -ريك) أي 


2 
(E, )={Q(2;-1;-1)}‏ 
(E,):x? + y+? =x+3y + 22+2 =0G‏ 
على الشكل : 0= 4 ديع + رط ديرن + 2ج + x+y”‏ 
اذن لدينا :1-- 4م و3- و2 -<0ح و 4-2 
نحسب : 40 - م + a” +b”‏ 
a” +b” +c” -4d =1+9+4-18=-4 <0‏ 
ومنه : (,) هي المجموعة الفارغة. 
تمرين12:لتكن (5) الفلكة التي معادلتها: 
+y +7 +6x-4y-22+5=0‏ ¥ 
و (() المستقيم المار من (0:5:1) 4 و (2-:2:1) 7 متجهة 
موجهة له 
1)حدد تمثيل بارامتري للمستقيم ((1) 
2)أدرس الوضع النسبي للمستقيم () و الفلكة ( 5) 
الجواب :1) تمثيل بارامتري للمستقيم (1) هو : 


A PIS 


y=5+1;(te R) 
z=1-2t 


3 الأستاذ: نجيب عثماني 


: 2)نحل النظمة التالية‎ 
× + y7 + ”چ‎ + 6-4 y-27+5 =0 
=2 
y=5+t(te R) 
z=1-21 
(2) +(5+1) + (1-21) +6<2,-4)5+/(-2)1-2(+5-0 
7 +21+1=0 9/2يعني‎ +18:+-9-0 


0 


نعوض + ب 1- في التمثيل البارامتري ل ((1) 
2- =× 
فنجد : ;4 = بر 4 ومنه هناك نقطة وحيدة مشتركة بين ( 5 )و (2) 
3 
هي: (3 ;4 ;2-) 7 
في هذا المثال للفلكة (5) و المستقيم ((7) نقطة وحيدة مشتركة هي 
T‏ 
اذن المستقيم (7) مماس للفلكة (5) فى النقطة 1 . 
تمرين13:لتكن (5) الفلكة التي معادلتها: 
4-2-1-0 -2ج + ر + ”× 
XxX --1+27‏ 
و (() المستقيم المعرف بما يلي: ( > )2-21 = ر 
z=-1+t‏ 
أدرس الوضع النسبي للمستقيم (2) و الفلكة (5) 
الجواب : 


-4×-2y-1=0‏ 2ج + y7”‏ + تير 
X= -1+21‏ 
2-27 = ر 
z=-1+t‏ 
1=0-(2)2-21-(1+21-)>4- 1+1-)+ 2-2)+ )1+21-( 
0= 5+ 9-18 لدينا: A=1¥ -4x9×5=324-180=144=17‏ 
ن ا فن هن ها 2 او = 5 


55-5 : و في التمثيل البارامتري ل (7) فنجد نقطتين: 


نحل النظمة التالية : 


1 )8 في هذا المثال للفلكة (5) و المستقيم (2) لهما 
3 


إذن المستقيم (7 ) قاطع للفلكة (5) . 


تمرين14لتكن (؟) الفلكة التي معادلتها: 
y-2 +4 =0‏ 4+×2- 2ج + ”ر + ”× و (() المستقيم 


1 
ارس الوضع النسبي للمستقيم (2) و الفلكة (5) 
الجواب : 
-2x+4y-22 +4 =0‏ چ + ر + ر 
2-0 
J =1‏ 
2-1 


نحل النظمة التالية : 


+f + - 20+ 41-2 +4 = 0‏ 02 
0= 4+ 2+ 27 يعني 0= 1+12+ ۶ لدینا:7>0-=4×2- =۸ 
اذن المعادلة ليس لها حل في ] 
ومنه المستقيم (10) يوجد خارج الفلكة (5) .يعني : 

2-(0)ى(ك) 

تمرين15: تكن ( 5) الفلكة التي معادلتها: 
6= تي + شن + 2ه : )5( 
UAVS AGES‏ 

ادرس تقاطع المستقيم : (7 :ك) 2 و (5) 
الجواب : (5) )»;y;2( > )(( 0١‏ 11 
نبحث عن : تمثيل بارامتري ل (2): 


2: - 1-7 
Jy - 1 + 7 


يعني : (5) © (1:2::) 11 و 
د hk‏ 


إذن: 6 = ”(8 + 2-) + ”)28 +1( + 38(5 -1) 
ني : 6 = 6 + 64 - 147 يعني : 0 = :6 - 14/2 


ني : 0 = (3 - 7) يعني : 0 = ٤‏ أو 2 


ومنه : تكن ; (2-:1:1) 14 


-2 13 -3 8 

إدن : لتك )م ; )1-2( 4 = )8( (D)0\‏ 
تمرين16:لتكن ( 5) الفلكة التي معادلتها: 

0 -1-ج2 +0 2-2 + ”ج + ”ر + ”× والمستوى (2) المعرف 
بالمعادلة: 0 27-3 +( +2 

1)حدد المركز © للفلكة ( 5ى) وشعاعها ۸ 


4 الأستاذ: نجيب عثماني 


2)أحسب : ((4)62:)5 وتأكد أن (۶) يقطع الفلكة في نقطة 
وحيدة 7 

3 حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم (۸) المار من © 
والعمودي على (2) 

4)استنتج احداثيات 7 نقطة تماس الفلكة (5) و المستوى (2) 
أجوبة : م 0 = 27-1 + +2×+-2y‏ ”ج + ر + 2× 

على الشكل : 0= 4 د جع + روم ديرن + 2ج + x+y”‏ 

اذن لدينا : 2 - م و2---<5 و2 ح0 و1-- ل 

a” +b” + نحسب : 40 د‎ 

a +b” +c” -4d - 4+ 4+ 4+4-16 < 0 


ل ةس 7+ 


و شعاعها هو: 7 
2x+y+22-3=0 (2‏ و O0(-11-1)‏ 
6ه 6 _|2x(-1+1+2x(-1(-3‏ 


27 +17 +27 


R= 


3 3 
نه : (۶) يقطع الفلكة في نقطة وحيدة 7 
(5) مماس للفلكة (5) في 7 
(4) يمر من ) وعمودي على (۶)ونعلم أن : (2 :2:1) 7 
متجهة منظمية على (8) 
1-2-1 
اذن تمثيل بارامتري ل (4) هو : (1:):219+/1-:ر؛ (۸) 
2-1 -<ج 


T(z;y;z)e (A)\(P) (4 
1221-1 
y=1t+1(teR) (ط) و‎ 2x+y+2z-3=0 
32ج‎ 2-1 
2)2-1(+)4+1( + 2)2 -1(-3 = 0 : اذن‎ 


يعني 0 = 6 - 9 2 وبالتعويض في التمثيل البارامتري 


نجد 
و 
51 1 
ER‏ ا و )3;1( نقطة التماس 
a y=1x, +(e R)‏ 
ا 
3 


تمرين17: لتكن (؟) الفلكة التي مركزها (2;0;1) 2 شعاعها 
3= ۸ والمستوى (2) المعرف 

بالمعادلة: 0 3+ ج +2 - 

1)حدد معادلة ديكارتية للفلكة ( 5.) 


2)أحسب : (();0) 4 وتأكد أن (2) يقطع الفلكة وفق دائرة 


3 حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم (۸) المار من 2© 
والعمودي على (2) 

4)استنتج احداثيات 77 مركز الدائرة (C)‏ 

أجوبة : 1) اذن : 32- )z-1(”‏ + ”(0-ر) + 
يمكن الاكتفاء بهذه الكتابة أو نشرها فنجد : 
1-9+ج2-2ج + ثرو xX? -4x+4+‏ 


(e-2) 


يعني : 0 = 27-4-×4- ”ج + ”ر + ”× 
کک و )0(2;0;1 


(P))= 6 6<R=3 


e TEES 


ومنه : (2) يقطع الفلكة وفق دائرة )٤(‏ 


نلاحظ أننا نحصل على مثلث قائم الزاوية في 1 

5ت 9-6 6م 
s(P) x-2y+z+3=0(G3‏ )0(2;0;1 

على (5) ونعلم أن : (2:1-:1) 77 


ومنه حسب فيتاغورس فان : 


)۸( يمر من 4 وعمودي 

متجهة منظمية على (۲) 
XxX=1f+2‏ 

اذن تمثيل بارامتري ل (۸) هو : =-21;)٤ R(‏ ر4 (۸) 
1+ادج 


H (z;y;z#)e (A)(\(P) 4 
xX=1+2 

(A) 1y=-2(teR) و‎ (P) x-2y+z+3=0 
z=1f +1 

اذن : 0= 3+ (1+ )+ (21-)2-(2+) 

يعني 0 = 6 + 61 يعني 1- = ۽ وبالتعويض في 

التمثيل البارامتري نجد: 

xX=-1+2‏ ش 

(1-)2-= را ومنه : (0 ;2 ;1) 127 مركز الدائرة )٤(‏ 

z=-1+1 


5 الأستاذ: نجيب عثماني 


تمرين18:لتكن ( 5 ) الفلكة التي معادلتها هي: 

0= ×2- ”ج + ”ر + ”× , و المستوى (2) 

الذي معادلته الديكارتية هي: 0 = 2+z+-ر+x×‏ 
1)حدد المركز 40 للفلكة ( $ )وشعاعها ۸ 

2)أحسب : ((2;)۶) 4 ماذا تستنتج ؟ 

أجوبة : 0)1 = ×2- ”ج + ”ر + × 

على الشكل : 0= 1 دج + رط + ×+ 2ج + ”ر + شير 
اذن لدينا : 2- - م و0 و0 دم و01-0 
نحسب : 40 م + a +b”‏ 

a” +b” +c” -4d - 4 < 0 

ومنه : (5) فلكة مركزها 3 کی أي : (42)1:0:0 


و شعاعها هوب 44د 1410 
02 - 2 + ج سر دعر و (40)1:0:0 
ةا + 
Fa) 3‏ 
ومنه : (۶) يوجد خارج الفلكة (5) أو لا يقطع الفلكة 
تمرين19: لتكن (؟) الفلكة التي معادلتها الديكارتية هي : 
J + 22-22 + 6y +22 = 5‏ + 2ج : (S)‏ 

والمستوى (2) المعرف ب 0 = 3 + 2 + ,و2 - :29 : (ط) 
1) حدد المركز 2) للفلكة ( 5 ) وشعاعها ۸ 

2)بين أن (2) يقطع الفلكة وفق دائرة (0))يتم تحديد شعاعها ۲ 


R= 


d)2:)P)) = 3ل‎ < 8-1 


3 حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم (۸) المار من 2) والعمودي على 


(P) 
(C) 4)استنتج احداثيات 77 مركز الدائرة‎ 
)5( : 22+ J” + 22-24 + أجوبة : 1) 5 = 22 + ر6‎ 
شير‎ + y” + على الشكل : 0= ل دج + بوط دعرو + ”ج‎ 
اذن لدينا : 2- - 4 و6- 5 و2 -<0 و5- - ل‎ 
a” +b” +c” -4d : نحسب‎ 
a” +b” +c” -4d = 64 < 0 
ومنه : ([5) فلكة مركزها اک‎ 
2-2222 
+ مدت‎ . 
Ra NE ETE E 
2 
0(1-3;-1) و‎ (P):2:-2y+2+3=02 
_|]2+6-1+3 10 10 
4+4+1 3 39 
)٤٣( ومنه : (2) يقطع الفلكة وفق دائرة‎ 


و شعاعها هو أي :4 2 


16-0 _ 44_11 


3 3 9 9 
3 - 3+م +سن2 -22 : (طغ) و )1-;0(1-3 
(4) يمر من 42 وعمودي على (2)ونعلم أن : (2:1-:2) 7 
متجهة منظمية على (۲) 
xX=2t +1‏ 
اذن تمثيل بارامتري ل (4) هو : (8 =-2/-3,)٤‏ « (ك) 
1-1-<ج 


11 (s;y;z)e (A) (P) (4 
X= 2+1 
(A) y=2-3 (ط) و‎ : 2: -2y + 2+3 =0 
z=1-1 
2)21 +1(-2)-21 -3( + )-1( +3 = 0 : اذن‎ 


يعني 0 = 10+ 9۲ يعني = ۲ وبالتعويض في التمثيا 


)٤( مركز الدائرة‎ n(- 


S (QR): تم‎ + y? + 27 +22 + ريك‎ - 62 = 5 

1) بين أن : (5) > (1:0-:2) ۸ 

2) حدد معادلة ديكارتية للمستوى (2) المماس ل (5) في 4 

الجواب : 

1)نعوض باحدائثيات في معادلة الفلكة ونجد أنها تحقق المعادلة 

(9): 22 + (-1)” + 02 + 22+ 4x (-1(- 6×0 = 5 
(8) 


4y - 62 = 5 2‏ + 22+ ?2 + شن + 2 : (8 :2 ) 6 
نحدد مركز الفلكة : 2 - يى و4=(طو6-=- 

ونه 8 ] ر رها كيفك إه أي : (3:ه:1-) 0 
لتكن : (2 ;ر :16) 1/4 (1:0-:4)2 

AM ٠ 442 - 0 يعني‎ M )x;y; (€ )P( 

2440 )-3:-1:3( و‎ AM (x-2;y+1;z) 
کی ا‎ 

يعني 32+5=0+ ر -×3- (ط) 


